	Clasificarea produselor bicrossed pentru algebre Hopf. Impactul si relevanta problemei: Problema clasificarii produselor bicrossed la nivel de grupuri este o problema celebra si clasica a teorie grupurilor. Primii pasi au fost facuti in anii 50 dar apoi problema a fost abandonata datorita lipsei de metode. Aparitia conceptului de matched pair a lui Takeuchi a dus la reformularea problemei intr-un context computational si primii pasi ai clasificarii la nivel de grupuri au fost facuti in 2009. Rezultatele pot servi ca model pentru abordarea problemei si la nivelul produselor bicrossed al altor obiecte matematice: grupuri Lie, algebre Lie, grupuri local compacte etc. In fapt este vorba de a clasificat toate obictele (grupuri, algebre, algebre Hopf, etc) care factorizeaza prin doua subobiecte date. 

Structuri braided pe categorii monoidale. Impactul si relevanta problemei: introducerea la sfirsitul anilor 90 a conceptului de categorie braided a generat o revolutie in teoria grupurilor cuantice cit si pentru alte domenii ale matematicii: teoria categoriilor in sine, teoria nodurilor, fizica matematica. A studia obiecte in categorii braided inseama a lucra intr-un catru extrem de general si unificator in matematica. Problema concreta pe care dorim sa o abordam e parte a unui program mai vast: acela de  a detemina toate structurile brideded care se pot defini pe o categorie monoidala data iar pentru fiecare braided dat sa explicitam diverse concepte cu am fie (algebra, coalgebra, algebra Lie in categoria braided).

A doua problema pe care dorim sa o consideram in cadrul acestui obiectiv este legatura categoriala dintre categoriile monoidale si braided, respectiv intre 2-functorii de uitare si cel care asociaza fiecarei categorii monoidale centrul sau. Acesta ar permite o mai buna intelegere a structurilor care se pastreaza prin trecerea de la o categorie monoidala la centrul sau. De exemplu, pentru orice algebra Hopf finit dimensionala, centrul categoriei monoidale a modulelor sale este categoria Yetter-Drinfeld modulelor. Categoria modulelor peste algebra Hopf este abeliana (un rezultat bine-cunoscut), dar si centrul este de asemenea abelian, fiind izomorf cu categoria modulelor peste dublul lui Drinfeld.

Separabilitatea spatiilor cuantice si a altor functori reprezentabili.  Impactul si relevanta problemei: un spatiu cuantic poate fi vazut ca un functor reprezentabil de la categoria algebrelor la categoria multimilor. Este natural sa intrebam de a da conditii necesare si suficiente cind un astfel de functor este separabil (o propietate pur algebrica) si cum se interpreteaza acest concept din punct de vedere geometric. Cu un astfel de rezultat odata obtinut il putem apoi folosi ca model pentru alte exemple de functori reprezentabili (functorii reprezentabili joaca un rol central in teoria categoriilor si care pot fi intilniti in diverse ramuri ale matematicii, acolo unde se construiec obiecte universale)

(Applicatii ale metodelor coalgebrice la algebre Hopf. Vizam sa gasim noi aplicatii ale metodelor pur coalgebrice penru rezultate din algebre Hopf, cum sunt cele obtinute de directorul acestui proiect in [I13], [I14]. Acolo, noi demonstratii simple pentru rezultate fundamentale asupra algebrelor Hopf infinit dimensionale, cum ar fi echivalenta intre existenta integralelor la stanga (sau la dreapta) in algebre Hopf si proprietati de tip teoria (co)reprezentarii ale acestora, cum ar fi faptul ca algebra Hopf este co-Frobenius, QcF, semiperfecta (la stanga, sau echivalent, la dreapta), sau unicitatea integralelor si bijectivitatea antipodului. Intentionam sa gasim o abordare a acestor rezultate care sa fie diferita de cele existenta, anume una care sa demonstreze bijectivitatea antipodului mai intai si apoi unicitatea integralelor. Avantajul “filozofic” al acesteia ar fi ca ar evidentia faptul ca exista chiar o paralela mult mai stransa intre grupuri compacte si algebre Hopf cu integrale: demonstratia unicitatii masurii Haar de la grupuri compacte foloseste bijectivitatea antipodului, care in acea situatie exista de la sine (luarea inversului intr-un grup este o aplicatie evident bijectiva), in timp ce pana acum penru algebre Hopf ea nu s-a putut demonstra decat folosind unicitatea integralelor. Aceasta ar arata ca teoria poate fi dezvoltata pentru algebre Hopf intr-o maniera foarte similara cu aceea de la grupuri compacte si algebre Hopf “multiplier”.

Dezvoltarea teoriei categoriilor tensoriale infinite. Dorim sa dezvoltam aceasta teorie ca o extindere si generalizare a teoriei categoriilor tensoriale finite. Aceste categorii ar acoperi teoria (co)reprezentarii algebrelor Hopf infinit dimensionale, si cea a algebrelor (co)quasi-Hopf infinit dimensionale. Primul obiectiv este sa identificam categoria suport potrivita de plecare: in cazul finit, obiectele proiective sunt cele importante, dar in cazul infinit, pentru a demonstra generalizari ale rezultatelor din algebre Hopf am avea nevoie sa pornim cu o categorie de comodule, si sa caracterizam echivalent situatie cand sunt suficiente injective. Injectivele vor juca acum rolul important al proiectivelor, iar situatia in care exista suficiente injective (proiective) ar trebui sa fie aceeasi ca cea in care cele doua clase coincid (i.e. o categorie QF) si ar trebui sa fie caracterizata echivalent de existenta unei “integrale”. Dupa aceasta intentionam sa intentionam sa investigam daca bijectivitatea antipodului se poate obtine categorical, si daca alte rezultate, cum ar fi cel ca o algebra Hopf involutiva cu integrale nenule este cosemisimpla, se pot recupera din versiunile lor categoricale. 

(Adancimea extinderilor algebrelor Hopf ne-semisimple. Fie 
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o incluziune de algebre Hopf semisimple. Se poate introduce o relatie de echivalenta  pe multimea reprezentarilor ireductibile ale lui A si o relatie de echivalenta corespunzatoare 
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 pe multimea reprezentarilor ireductibile ale lui B. Acestea sunt relatiile de echivalenta introduse de Rieffel in lucrarea [Ri] in contextul mai general al algebrelor semisimple. Rieffel a folosit aceste relatii de echivalenta pentru a introduce notiunea de extindere normala de algebra semisimple si pentru a dezvolta o teorie Clifford pentru acestea.

Recent, Kadison impreuna cu unul dintre membrii acestui prioect au demonstrat ca notiunea de normalitate introdusa de Rieffel coincide cu adancimea 2 extinderilor [BK09b]. Ulterior acest rezultat a fost recent generalizat la algebra Hopf ne-semisimple de Boltje si Kulshammer [BK09]. 
Un studiu sistematic al acestor relatii de echivalenta a fost facut de Burciu si colaboratorii sai in [BKK09]. Fiecarei clase de echivalenta mentionata mai sus 

i se poate asocia un caracter distins care este parte a caracterului regulat corespunzator clasei de echivalenta respective. Aceste clase de echivalenta apar intr-o forma ascunsa in numeroase lucrari referitoare la clasificarea algebrelor Hopf semisimple sau chiar categorii tensoriale (de exemplu [EO04] si [N07]). In cazul extinderilor algebrelor grupale 
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 relatiile de echivalenta de mai sus sunt notate prin 
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  si respectiv 
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 . In [Bo9a] am demonstrat urmatoarea teorema:

Teorema 1: Fie B o subalgebra Hopf a algebrei Hopf semisimple A. Atunci B este normala in A daca si numia daca 
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 este un B-modul trivial. 

Relatia de echivalenta Rieffel in cazul ne-semisimplu. In cazul algebrelor Hopf ne-semisimple se pot considera relatii de echivalenta similare considerand module proiective in locul celor ireductibile. Intentionam sa extindem studiul  acestor relatii de echivalenta in mod similar cu studiul facut in cazul semisimplu in [BKK09]. 

In [Bo09] am demonstrate urmatoarea teorema:

Teorema  2: Fie B o subalgebra Hopf a algebrei Hopf semisimple A. Atunci B este normala in A daca si numai daca 
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 este un B-modul trivial.

Subalgebre Hopf normale. De asemenea, suntem interesati in extinderea teoremei prcedente din [BO09] la cazul ne-semesimplu. Se pot defini diagrame Brattelli pentru extinderi ne-semisimple de algebra Hopf in acelasi fel ca in cazul algebrelor Hopf seminsimple dar inlocuind din nou modulele ireductibile cu cele proiective.

Impactul acestei probleme: Corelat cu rezultatul recent al lui Boltje si Kuelshammer [BK09] pentru cazul ne-semisimplu putem obtine descrieri similare pentru adancime 2 ca in cazul semisimplu. Realizarea acestui obiectiv va arata ca o extindere este de adancime 2 daca si numai daca diagrama sa Bratteli are toate componentele conexe grafuri complete bicolore. 

In cazul extinderilor de algebre grupale 
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.Urmatorul rezultat a fost demonstrat in [BKK09]

Teorema 3: Fie [image: image12.png]HcG



 o extindere de grupuri finite si N inima lui H in G. Relatia de echivalenta [image: image13.png]


 este acceasi cu relatia de echivalenta [image: image14.png]


 provenita din incluziunea [image: image15.png]NcG



. Deci clasele de echivalenta ale lui Irr(G) corespunzatoare relatiei [image: image16.png]


 sunt in bijectie cu G-orbitele pe Irr(N).        

Reprezentari modulare ale grupurilor. De asemenea intentionam sa demonstram o versiune similara a Teoremei 1 in cazul modular al algebrelor grupale ne-semisimple.
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Extensii Galois, functori monadici si separabili pentru algebre coquasi-Hopf. Obiectivul propus isi are originea in teoria graduariilor si mai tarziu in teoria algebrelor Hopf: caracterizarea algebrelor Hopf ce admit extensii Galois separabile (sau Frobenius). Pana recent au existat doar raspunsuri partiale: conditia suplimentara ca algebra Hopf sa fie co-Frobenius implica finitudinea. Cu ajutorul unui rezultat mai vechi al lui Sweedler si folosind proprietatile extensiilor separabile de inele, Cuadra a obtinut un rezultat afirmativ in cazul general. Scopul propus in proiectul de fata este abordarea acestei teme din punct de vedere categorial si generalizarea la nivel de algebre coquasi-Hopf, caci notiunea de extensie Galois pentru algebre coquasi-Hopf a fost deja studiata de membrul echipei A. Balan.


            9.3. Metodologia cercetarii: 

	( Pentru obiectivul clasificarea produselor bicrossed pentru algebre Hopf avem pregatite metodologia abordarii acestei probleme in articolul recent abordat la nivel de grupuri (A. Agore si G. Militaru) in care rolul cheie il va juca conceptul de matched pair de algebre Hopf si formularea categoricala a problemei de clasificare. Rezultatul pe care il tintim este o teorema de tip Schreier pentru produse produse bicrossed de algebre Hopf. O teorie a deformarii unui matched pair este necesara asa cum am facut-o la nivel de grupuri.  

Pentru obiectivul structuri braided pe categorii monoidale vom aborda urmatoarea metodologie: vom porni cu o categorie monoidala concreta, data si vom determina toate trasformarile naturale (dupa metode pur categoricale) care inzestreaza categoria data cu o structura braided. Avem doua modele celebre ca exemple la obiectivul nostru: algebrele Hopf quasitriangure si cocicli abelieni pusi in evidenta de Joyal si Street.

In ceea ce priveste legatura categoriala dintre categoriile monoidale si cele braided, vom utiliza descrierea lui Street a centrului unei categorii monoidale ca limita, si teoria monadelor (la nivel de 2-categorii, de asemenea initiata de Street). O situatie pe care o vom considera in mod special este cea a centrului unei categorii braided.  

Obiectivul Separabilitatea spatiilor cuantice si a altor functori reprezentabili va fi atacat cu metode specifice teoriei categoriilor si a functorilor reprezentabili. Tehica este dezvoltata in monografia S. Caenepeel, G. Militaru, S. Zhu, Frobenius and separable functors for generalized module categories and nonlinear equation, Springer, 2002. Problema are sanse enorme de rezolvare si rezultatele pot fi extrem de surprinzatoare.

( Pentru noi aplicatii ale metodelor coalgebraice in algebre Hopf, vom folosi metodele introduse in [I13]. Acolo foloseam functorul uzual de reprezentarea duala a unui comodul al unei algebre Hopf, obtinut via antipod, dar modificat mai departe cu ajutorul elementului grupal distins. Aceasta procedure ne-a permis sa aratam ca functia H(Rat(H*) data de actiunea lui H pe integrala lui H* (fara a introduce antipodul in structura) este un morfism surjectiv de comodule, atunci cand H este modificat ca mai sus, adica si cu ajutorul antipodului si cu ajutorul elementului grupal. Mai departe, folosind o proprietate de tip teoria coreprezentarii a lui H, anume ca H este proiectiv ca comodul, si un izomorfism deja existent intre H si Rat(H*), am obtinut ca morfismul de mai sus este splitat, si in final, un calcul scurt arata cum aceasta produce un invers pentru antipod. Vom folosi aceasta tehnica modificata pentru o algebra Hopf co-Frobenius (proiectiva) si faptul ca dualul rational coincide la dreapta si la stanga. Aceasta va inlocui elementul grupal distins, care mai mult sau mai putin in acea situatie este un mod de a interpreta faptul ca integrala stanga este de asemenea un element in dualul rational la dreapta.

Intentionam sa folosim metodele acestea in incercarea de a adapta demonstratiile pentru categorii tensoriale infinite (cu un numar infinit de simple). Tehnicile pe care le folosim aici sunt de fapt potrivite pentru a fi traduse in situatia categoricala: modificarea structurii via antipod si trecerea de la comodule stangi la cele drepte corespunde dualului categorical, si modificarea mentionata cu ajutorul unui element grupal  corespunde cu tensorizarea (in sensul categoriilor monoidale) cu obiectul simplu corespunzator elementului grupal respectiv.

( In ceea ce priveste studiul depth-ului extinderilor de alegbre Hopf, ne gandim la urmatoarea abordare. Caracterizarea functorului ‘’induction-restriction’’ din sectiunea a lucrarii [BKK09] este valabila si in cazul ne-semisimplu. O implicatie a teoremei 1 de mai sus poate fi demonstrata in acelasi mod ca in cazul semisimplu. Cealalta implicatie insa nu poate fi imitata intrucat in acest caz nu exista notiunea de nucleu a unei reprezentari. Vom evita acest inconvenient printr-un studiu mai aprofundat al reprezentarii induse.

In situatia extinderilor de grupuri, notiunea de nucleu exista. Partea care lipseste acum este teorema Brauer care nu poate fi aplicata in cazul ne-semisimplu. Oricum, putem imita demonstratia teoremei Brauer pentru clasele de conjugare semisimple si obtinem direct clasele de echivalenta ale caracterului trivial. Restul teoremei va fi obtinut din proprietatile functorului ‘’induction-restriction’’.   

(Extensii Galois, functori monadici si separabili pentru algebre coquasi-Hopf. Ne propunem sa studiem functorii (co)monadici care descriu comodul algebrele si extensiile Galois peste o algebra coquasi-Hopf, impreuna cu teoria coborarii si teoria functorilor separabili. Tehnica pe care dorim sa o aplicam provine din articolul lui B. Mesablishvili, Monads of effective descent type and comonadicity. Th. Appl. Categ. 16, 2006:1-45.


_1327864149.unknown

_1327864168.unknown

_1327864151.unknown

_1327864152.unknown

_1327864153.unknown

_1327864150.unknown

_1327864148.unknown

